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Forcas em Superficies Submersas
Lucas Monteiro Nogueira
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B Problema 1 (Tanque com Agua e Oleo)

O tanque de armazenamento ilustrado a seguir contém 6leo e agua com as
profundidades mostradas. Determine a forca resultante que ambos os liquidos
exercem na parede ABC do tanque sabendo que a largura do tanque na direcao
perpendicular ao papel € 1.25 m. Determine também a linha de acao da forca medida
em relacdo a superficie livre do tanque. Use p,; = 900 kg/m? como a densidade do

oOleo.

B Problema 2 (Barragem Triangular)
Determine a altura critica h que fara a barragem de concreto tombar devido a
pressao hidrostatica do corpo d’agua represado. A densidade do concreto é p. =

2400 kg/m?.
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B Problema 3 (Barragem Trapezoidal)

Determine a altura critica h do nivel d’agua que fara com que a barragem ilustrada a
seguir tombe devido a pressao hidrostatica. O peso especifico do concreto é y,. = 150
Ib/ft3.

21t

12 ft

B Problema 4 (Portao Separando Dois Fluidos 1)

O peso do portao que separa dois fluidos com os valores de gravidade especifica
indicados na figura é tal que o sistema se mantém em equilibrio estatico. Sabendo
que F/F, = 1.70, determine a razao h/H.

S5G=1.25 i
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| (Portao Retangular Inclinado I)

Um portao homogéneo retangular de 4 ft de largura e 8 ft de comprimento com
peso igual a2 800 Ibm é mantido no lugar por um cabo horizontal flexivel, como
mostra a figura a seguir. A agua represada exerce uma carga hidrostatica sobre o
portao, que é articulado no ponto A. Determine a tensao no cabo.

Cable iEED'

Water

[ | (Portao Semicirculo)

O portao AB na figura a seguir é semicircular, articulado em B e mantido por uma
forca horizontal P no ponto A. Qual é a forca P necessaria para manter o portao em

equilibrio?

AvA

e &

Portdo:
Vista lateral
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[ | (Portao Retangular)

Um portado retangular de 3 m de largura e 8 m de altura é localizado na saida de uma
passagem retangular conectada a porcao inferior de um tanque cheio d’agua,
conforme ilustrado a seguir. O portao € articulado em sua base e € mantido fechado
por meio de uma forca horizontal Fy aplicada ao centro do portao. O valor maximo
de Fy € 3500 kN.

(a) Determine a maxima profundidade h acima do centro do portao praticavel para
manté-lo fechado.

(b) Sua resposta em (a) mudaria se o portdo fosse articulado no topo ao invés da
base? Justifique.

Y —
hi
!
4m l F,
e

I 4 m

Hirnge _T-

[ | (Portao Arco Circular)

O portao de uma barragem hidrelétrica tem formato de arco circular articulado no
centro, como mostra a figura a seguir. A largura do portao (isto é, a dimensdo na
direcdo perpendicular ao papel) € w = 35 m. Encontre a magnitude, direcao e linha de
acao da forca hidrostatica exercida pela agua represada.

R=20m

[ D=10m

Water
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[ | (Vertedor Cilindrico)
Considere o vertedor cilindrico de diametro 3 m e comprimento 6 milustrado a
seguir. Sabendo que o fluido a esquerda tem gravidade especifical.6 e o fluido a
direita tem SG 0.8, encontre a magnitude e direcao da forca resultante no cilindro.

[ | (Portdao Retangular Inclinado Il)
Um portao plano de espessura uniforme w sustenta uma massa de agua em repouso,
como ilustra a figura a seguir. Encontre o peso minimo necessario para que o portao

se mantenha fechado.

[ | (Superficie Quarto de Circulo I)
O portao AB mostrado na figura a seguir tem 10 ft de espessura (direcao perpendicular
ao papel) e é articulado em B. Encontre a forca vertical Fem A necessaria para impedir a

abertura do portao. O portao € homogéneo e pesa 3000 |bf.

1| <

Water
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[ | (Superficie Quarto de Circulo 1)

O corpo uniforme A na figura a seguir tem largura b na direcao perpendicular ao
papel e esta em equilibrio estatico quando posicionado com uma dobradica no
ponto 0. Qual é a gravidade especifica desse corpo se (a) h = 0; e (b) h = R?

A
i
A/ o= —
p— R b
It
Water
| (Pareddo Parabélico de Concreto)

Um paredao de concreto (peso especifico y = 150 Ib/ft?) possui superficie interna
curvada em forma de parabola. O paredao sustenta uma massa de agua de
profundidade igual a 24 ft, como mostra a figura a seguir. Determine 0 momento da
forca exercida pela agua com relacido ao ponto A. (Lembre-se que o peso especifico

da agua salgada em unidades imperiais é y = 64.0 Ib/ft3.)
AV [,

Seawater

y= 0.2

re 15 ft |
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[ | (Barragem Triangular Generalizada)

Uma barragem de concreto sera erigida para represar uma massa de agua com altura
D, como ilustrado a seguir. Para facilitar a construcao, as paredes da barragem devem
ser planas. Os engenheiros responsaveis pelo projeto consideram trés geometrias
para a secao da barragem: um retangulo; um triangulo reto com a hipotenusa em
contato com a agua; um triangulo retangulo com o cateto vertical em contato com a
agua; e, finalmente, um triangulo escaleno com as medidas ilustradas a seguir. Qual é
a geometria que exigira a menor quantidade de concreto? No que concerne ao
dimensionamento com triangulo escaleno, obtenha a secao A como funcaode a e
encontre a area de secao minima. Em todos os calculos, use SG ~ 2.4 como a
gravidade especifica do concreto.

Water

oy

b

[ | (Portao Separando Dois Fluidos Il)

Considere um portao inclinado de 1 m de largura e peso desprezivel que separa uma
camada de agua e uma camada de tetracloreto de carbono, como mostra a figura a
seguir. Qual deve ser o volume do corpo de concreto (SG = 2.4) imerso em agua para
que o portao se mantenha em equilibrio na posicao mostrada?

Carbon
tetrachloride |2.5 m
SG=159
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| (Analise Tridimensional de uma Superficie Esférica)

Na figura a seguir, € ilustrada uma casca esférica de raio R imersa em um liquido de
peso especifico y e profundidade h > R. Encontre uma expressao analitica para a
forca hidrostatica resultante na superficie da casca. Ademais, localize a linha de acao

da forca hidrostatica.

&

|

p

As forcas distribuidas na parede ABC estao ilustradas abaixo.

8.277 kN/m

15m

£
A A A A A A A A A A A

26.67 kN/m

Os carregamentos por unidade de altura sao, para a regiao AB,

wy = p,gh ;zb=900x9.81x0.75x1.25=8277 N/m

e, para a regiao BC,

We =Wy + p,,ghgeb=8277+1000x9.81x1.5x1.25=26,671 N/m
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O carregamento distribuido pode ser dividido em trés regides 1, 2 e 3, cada qual
associada com uma forca concentrada Fi, F; e Fs. A forca F; € oriunda da carga
distribuida triangular entre A e B e pode ser determinada como

F :%x 0.75%8.277 =3.104 kN

Aforca F; é oriunda da carga distribuida retangular entre B e C e pode ser
determinada como

F, =1.5x8.277=12.42 kN

Aforca F; é oriunda da carga distribuida triangular entre B e C e pode ser
determinada como

F, :%xl.Sx(26.671—8.277)=13.80 kN

Aresultante Fr é

Fy=F +F,+F,=3.104+12.42+13.80=[29.32 kN

Cada uma das componentes F, F; e F; atua no centroide do carregamento distribuido
correspondente. As alturas y;, ), e ys mensuradas a partir da superficie livre do tanque
Sao

B :%0.75 =0.50 m

¥, :0.75+%><1.5:1.50 m

s :0.75+§><1.5=1.75 m

A localizacao yi da resultante Fr pode ser obtida ao somar momentos relativamente
ao ponto A. O resultado é

T Z(J’F)
S Ypx29.32=0.5%x3.104+1.5%x12.42+1.75x13.80
S Ypx29.32=4433

44.33
Yy =22 15l m
TP =293
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A resultante Fratua a altura de 1.51 m mensurada a partir da superficie livre do
tanque.

AAN
T
@ 3.104 kN
| /) I ‘
Y3
Vol sk
A < 13.80 kN
3

Por conveniéncia, analisamos um segmento de barragem com espessura b =1 m.
Considere o seguinte diagrama de corpo livre.

W = 1.2714(10% N

DR

*/—*TAJ,

%(6m)=4m

A intensidade do carregamento distribuido que atua sobre a barragem é

Wy = p,,ghb=1000%9.81xhx1.0=9810A [N/m]
Aresultante F do carregamento distribuido triangular é

1

h :%x9810hxh =49051" [N]
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O volume do segmento de barragem é V = (1/2) x (6 X 18) X 1 = 54 m3, e 0 peso
correspondente é

W= pog¥ =2400x9.81x72=127x10° N

A barragem tombara relativamente ao ponto A. Haja vista o diagrama de corpo livre
acima, somamos momentos relativamente a esse ponto e obtemos a altura critica h,

M, =0 — (1.27><106)x4—4905h2x(gjzo

.5.08x10° —16354° =0

6
p =32 08x10 '0186;(;0 —[14.6 m

Considere o seguinte diagrama de corpo livre.

wy = 3600 Ib
31‘1/ s

wo = 1800 Ib

) i ._.\.':
£21)

A » e

Wg= ﬁZ.:H’r

A

Por conveniéncia, analisamos um segmento de barragem com espessura b =1 ft.
Assim sendo, a intensidade do carregamento distribuido na base da barragem é

wg =y, hb=624xhx1=62.4h [Ib/fi]

Aforcaresultante referente a esse carregamento triangular é
1 1
F ZEWBh =X 62.4hxh=31.2h> [Ib]

E conveniente subdividir a barragem em duas partes, 1 e 2, cujos pesos sao
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W=V, =150x(2x12x1)=3600 Ib

W, =y.Y, =150x6x2x12x1)=1800 Ib

A barragem tombara relativamente ao ponto A. Recorrendo ao diagrama de corpo
livre acima, podemos somar momentos e resolver para a profundidade h,

M, =0 — 31.2h2x§—36oox3—1800x@x2j:o

-.10.44° —10,800—2400 =0
-10.41° =13,200

h=3 =10.83 ~|10.8 ft

O sistema em questao é ilustrado a seguir.

SG=0.86
5G=1.25

A forca F; € dada por

H b} o H%

H
F =nhcgA=nx—x|— =
2 2s1n(a)

SlIl(Ol)

a0 passo que F; é tal que

h h y,h*b
F=vh--A= — b|=
2= fee y2X2XLin(a) } 2sin(a)

Sabendo que F/F; = 1.7, podemos empregar as expressoes acima e escrever

71H2b
B g0 o 2@ 5
F 7oh°b
2sin(a)
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71H2>5<
: :ZS. i 1.70
K

]

2
ﬁ(ﬂj ~1.70

72 h
SH L ox 2 =\/1.70><£ —[1.57
h " 0.86

Um diagrama de corpo livre do portao € mostrado a seguir.

A forca resultante exercida no portao é Fr = yheA, onde h. = (6/2) x sin 60° = 2.60 ft.
Portanto,

Fr=yh,A=62.4x2.60%(6x4)=3890 Ibf

Para localizar a linha de acao da resultante hidrostatica Fg, escrevemos

Vg :i+yc —M+3:4.0 ft

v, A - 3x(6x4)

Para que o portao se mantenha em equilibrio, a soma de momentos em relacao a
articulacao A deve ser nula; ou seja,

IM, =0 — Tx8sin60°=W x(4xcos60°)+ Fp x2

- 800 (4x cos 60°) +3890 % 2
B 8sin 60°

=T =1350 Ibf
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O centroide de um semicirculo é 4R/3m a partir do fundo; no presente caso,R =3 me
o centroide é 4 x 3/(3m) = 1.273 m. Segue que o centroide estd 3.0 - 1.273 =1.727 m
abaixo da linha de acao da forca P. A forca hidrostatica F exercida pela agua no
portao é

F=yhegA :9810x(5.0+1.273)x(%x32j:870,000 N =870 kN

Pelo teorema dos eixos paralelos, 0 momento de inércia de um semicirculo
relativamente a um eixo que passa pelo centroide é

XX

- (ﬁ—ij R* ~0.1098R*
8 O9r

No presente caso, I,, = 0.1098 x 3* = 8.89 m* A linha de acao da forca F ocorre
abaixo do CG do portao e é dada por

I .
Yep =——— =~ 0.988 =-0.0935 m

heg4 (5+1.727)><(72Zx32)

Somamos momentos relativamente ao fundo B e resolvemos para a forca de suporte
P)
XMgz=0 — 870,000x (1.273 - 0.0935) -3P=0
~1.026x10° =3P =0
1.026x10°

S P =342,000 N =|342 kN

0.0935m A
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Parte (a): O sistema em questao é ilustrado no

diagrama de corpo livre a direita. Somando -y -
momentos relativamente a dobradica na base, vé-

se que o momento horario aplicado pela

resultante hidrostatica Fr deve serigual ao

momento antihorario associado a forca F, que 5" L = 15‘:
mantém o portao fechado. Matematicamente,

SMy, =0 — 4xF, =(xF, JL
AxFy =(xF, (I) = Fu

O valor de Fr é dado por 4

*_ Wi
Fy =yhA=9.81xh,x(3x8)=2354h [kN] Wy
Essa forca concentra-se em um centro de pressao ',l = I-‘ +Y4 =Yg
Jctal que

/ (3x8°) 12
= e S A S
YR VA Ye 7 x(3><8) Ye
5.33
Yr :T+h

Sendo £ = h + 4 - yg, usamos o resultado acima para obter

£=h+4—yR:h+4—(§§§+hj
.-.z:)<+4—&—
h
r=g-22
h

Substituindo em (1),

AxFy, =(xF, — 4xFy, 2(4—5'733jx235.4h

- 4F, =—1255+941.6h

Mas Fy nao pode ser maior que 3500 kN; assim sendo, o valor maximo admissivel de
htorna-se
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4F, +1255

. 4F, =-1255+941.6h — h=
941.6

| _ 4x3500+1255 _
941.6

16.2 m

Parte (b): A analise acima pode ser facilmente
adaptada a um portao articulado na extremidade
superior. Considere o diagrama de corpo livre ao
lado. Somando momentos relativamente a nova

ooy
-

articulacao H, temos E
H
M, =0 — 4xF, =0 xF, () Fg

onde ¢, é dado por ‘E
2 Y- (h-y)

l, :yR—(h—4):(5'T33+hj—h+4

Substituindo em (Il),

AxFy =0, xFp — 4xFy, =(%+4jx235.4h

S4F, =1255+941.6h

_ 4F, —1255
9416

_ 4x3500-1255
941.6

13.5m

Se o portao fosse articulado por cima ao invés de ser articulado pela base, a maxima
profundidade h permissivel seria aproximadamente 17% menor.

A pressao hidrostatica a uma profundidade h sob a superficie livre da barragem é
dada por

p=pgh=pgRsin(6)

e a forca correspondente é dF = pdA. Prosseguimos para analisar as componentes
horizontal e vertical da forca F. Primeiramente, na direcao horizontal,
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dFy; = dF cos(0) = pxdAxcos(0)= pgRsin(0)wRcos(0)d6
-.dFy = pgwR’ sin(0)cos(6)d0

0 angulo 8 varia de 8 = 0 até 8 = arcsin(10/20) = 30°. Preparamos a integral

30°
Fy = pgwR® | sin(6)cos(0)d0 (T)

6=0
Integrando de 8 = OP até 6 = 30°,
30° 30
I sin(@)cos(@)af@:—l[cos2 (9)} :—l(i—lj:l
020 2 0=0 2\ 4 8

Substituindo em (I),

30°

F,, = pgwR? _[ sin(0)cos(0)d6 = pgwR® x%
0=0

pEWR’?

-.-FH: 8

~ 1000x9.81x35x20°
8

=1.72x10"” N={17.2 MN

. o

Prosseguindo de modo semelhante com a forca Fy na direcao vertical, temos

dF, =dFsin(6)= pxdAxsin(0)= pgRsin(6)wRsin(0)d6

-.dF, = pgwR’sin” (0)d6

30°
" F, =pgwR® [ sin>(0)do (D)
6=0°

onde

0=0 6=0
T 7 1 V2
| sinz(ﬁ)dez———sin(—j
2 12 4 3
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g T sin® (0)d6 = (i —QJ

6=0°

Substituindo em (Il),

N (3
- F, = pgwR j sin” (0)d0 = pgwR” x| ————
oo 28
7 3 )
F=| 22| hewr
v (12 SJ &

T 3

F, =(E—?jx1000x9.81x35x202 =6.22x10° N=[6.22 MN

Aforcaresultante Fr é tal que

Fp =\JF} +F? =\17.2> +6.227 =[1829 MN

e alinha de acao a é dada por
F, 6.22
o =arctan| —~ |=arctan| —— |=
Fy 17.2
A forca descreve um angulo de aproximadamente 20° com relacao a horizontal.
Devemos contabilizar separadamente as forcas verticais e horizontais exercidas por

cada fluido. A forca horizontal exercida pelo fluido 1 (o fluido a esquerda na figura do
enunciado) é dada por

D 1
Fyy = peA=pig - * DL == pgD’L
O :%><(1.6><1000)><9.81><32 x6=423,800 N ~ 424 kN

A forca horizontal exercida pelo fluido 2 (o fluido a direita na figura do enunciado),
por suavez, é

Fyy :%ngDz :%x(0.8x1000)x9.81x1.52 x6=152.97 kN = 53.0 kN

Aresultante horizontal é Fy = Fiy - Fu; = 424 - 53 = 371 kN. Prosseguindo, sabe-se que
as forcas verticais Fy sao iguais a forca hidrostatica exercida pelo fluido ‘acima’ da
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superficie cilindrica. Usamos um pequeno ‘experimento de abstracao’ para encontrar
tal forca:

§ET+kET_EE_@

Assim sendo, a forca vertical Fy; exercida pelo fluido 1 é

(ﬁD2/4)

2
£, :Elpng (7Z'><3 /4)

L=1.6x1000x9.81x x6 =333 kN

A forca vertical Fy; exercida pelo fluido 2 é

(7Z'D2/4)

2
p Ezpng (7x3°/4)

L=0.8x1000x9.81x x6=83.2 kN

Aresultante vertical € Fy = Fy + Fy; = 333 + 83.2 = 416 kN. A resultante final imposta
ao vertedor cilindrico é

F=\F}+F? =\371> + 416> =[557 kN

e ainclinacao a em relacao a horizontal é

o= arctan(i] = arctan (%} =1(48.27°

Fy

Para que haja equilibrio, a soma de momentos em relacao a dobradica O deve ser
nula. Duas forcas produzem momentos em relacao a dobradica: a primeira € o peso
W do portao, a qual é a grandeza que buscamos determinar, e a segunda é a forca
hidrostatica F, que pode ser obtida se integrarmos o elemento de forca dF ao longo
da direcao y paralela ao portao. Matematicamente,

IMy=0 — W(%jcos(@):jde

2

O elemento de forca df é dado pelo produto entre a pressao hidrostaticap e o
elemento infinitesimal de area dA sobre o qual ela atua; portanto,
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dF = pxdA=pghxdA=pg ysin(0)xdA
Substituindo em (I),

2 2sec(0) ,
—— | ydF =——~ 0)dA
Lcos(@)-[y L J.yxpgysm( )

W:
W - 2pgsin(¢9)

2dA
Lcos(é’) jy

Substituindo os valores pertinentes,

- 2x1000x9.81x2x 3 x tan (30°)

3 =67,966 N ~|68.0 kN

O portao deve ter uma massa proxima de 68,000/9.81 ~ 6930 kg ~ 6.9 toneladas
metricas.

A componente horizontal da forca hidrostatica que age em AB é computada como se
AB fosse um segmento retangular vertical, de modo que he = 8/2 = 4 ft e (ndo
esqueca que o peso da agua em unidades USCS é y =~ 62.4 Ib/ft?)

Fy =yhogAye = 62.4x§x(8x10) =19.97 Ib

O centro de pressao dessa forca horizontal é

_ I,,.sin(90°)  bh*/12x1
Yo T heod | heod

_10x8%/12x1

" = =1.33ft
Yop 4><(8><10)
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8-5.093 =2.907 ft

Segue que a forca Fy age a uma distancia (8/2) + 1.33 = 5.33 ft abaixo do ponto A.
Prosseguindo a analise da forcao vertical Fy, sabemos que esta é igual a fatia de agua
acima do portao, a qual pode ser modelada como a seguinte diferenca de volumes:

39,940 |b 31,370 Ib
8 ft
4.60 ft|3.40 ft| = 4R/3m
———>
— > —>
8ft 8 ft

Fazendo referéncia a figura acima, verificamos que Fy é

2
X8

F, = 62.4x8x(8x10)—62.4x[ jxlO =39,940 1b-31,370 Ib

.. F, =8570 Ib

Ainda com referéncia a diferenca de volumes acima, podemos somar momentos
com relacao a B e localizar a linha de acao x de recém-obtida forca Fy,

IMz=0 — 8570x=39,940x4.0-31,370x4.60
Sx=1.785ft
Por fim, contabilizamos o peso W = 3000 Ibf do portao, cujo centroide dista 2R/m = 2

x 8/m =5.093 ft da forca F, ou 8 - 5.093 = 2.907 ft do ponto B. Podemos entao
somar momentos relativamente a dobradica B e encontrar a forca F desejada,

EMp=0 — 8xF+3000x2.907-8570x1.785-19,970x2.67=0

" |[F=7490 1b
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Partes (a) e (b): Como mostra o diagrama ao lado, o volume de [w {
agua na lateral do corpo produz uma forca horizontal f, e uma "L' -
forca vertical Fv. Ha ainda o proprio peso W do corpo. As forcas 1
Fu e Fy sao tais que

R R .
FH:yERb em?ammadeO

2
F, = yﬂb em 4R a esquerda de O
4 RY2

Para que haja equilibrio, a soma de momentos em relacao a
dobradica O deve ser nula; portanto, somando momentos e resolvendo para o peso
especifico y, do corpo,

2 2 2
M,=0 — VR bx(£j+ﬂ7/R bx(ﬂj—ysﬁR bx(ﬁ)—ysthx(ﬁj
2 3 4 37 4 3z 2

0

0

yR’b . yR’b  yRb  yRhb
6 3 3 2

_yR’b yR’b yR’hb
o2 3 2

0

. yRb _yRb yhb _
) 3 2

0

_YRb 3 7. RD N v hb
T2 3 2

¥R (R hj
L=y =t =
2 32

-1
L2 (R A
y R \3 2

-1
. &:(EJJ
4 3 R

Podemos resolver a parte (a) substituindo h = 0 na expressao acima,
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-1
&:(LEJ _3 ., [56-=
y 3 R 2

N | W

De modo semelhante, substituimos h = R para resolver a parte (b),
-1 -1 -1
E:&:(Lﬁj :(EHJ :(éj 3
4 3 R 3 3 5

O paredao é redesenhado a seguir.

xﬂai o~ Yolume =V~ 9
| ;/, — | —F e G A )
'i._.v 7 c .-"/ LA | S ' i I B LD
I : 'z I ] —171 y
Seawater ¥ J,J. , {;{
| I 1A o Lo
y = 0.2x2~ /" 4. bt A/ ay-y
I .I'II I ""‘ Lf ‘).:/.; i
24 ft v,
F; i j/ /. | x ;)
> A 1 [ ¥ e B
Vv el ] o T —
Hr W { IE] B
1 \L 2] ) .,_JL;_ [ /‘{__, —
- 1 - X = / 2o

Aforca Fy exercida pela porcao retangular da massa de agua represada pelo paredao
é facilmente calculada,

24
F=yh A= 64.0x7x(24x1) =18,400 Ib
A carga distribuida associada a F; € triangular e concentra-se em uma altura y; = 24/3

= 8.0 ft. Em seguida, precisamos determinar o volume da massa de agua BCD. Com
referéncia ao desenho da direita, temos que x, € dado por

y=02x> — 24=02x

X, = %:\/120 ft =10.95 ft

* Yo
A area da referida massa de agua pode ser obtida por integracao,

A=[7(24-y)dr=["(24-0247 )dx
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10.95

3
A= [24x _ 0'23" J

3
.'.A=24x10.95—%=175 fi2

0

Segue que o volume V de uma massa BCD com 1 ft de espessura é V =175 x 1 =175

ft3, e o peso correspondente é W = y,, V¥ = 64.0 X 175 = 11,200 Ib. Buscamos também

o centroide x. da area abarcada por BCD. Este & dado por
x, A= J.xo xdA
0
Sx, A= Io (24— y)xdx

x A= (24x-02x" )dx

10.95

n.x,A=(12x" =0.05x* )

x=0

(12x2 ~0.05x* ) .

X, = 2=0

¢ 175

(12><1o.952 —0.05><10.954)
nx, = —4.11 ft
175

Resta apenas calcular o momento Mg,

M, =Fy -W(15-x,)=18.4x8-11.2x(15-4.11)=|25.2 kip-ft

Andlise 1: Barragem Retangular. Para cada caso, a espessura b

da barragem deve ser grande o bastante para que o peso da
barragem gere um momento capaz de contrabalancar o
momento da forca hidrostatica exercida pela agua. Sendo w a
largura da barragem (isto &, a dimensao da barragem na direcao
perpendicular ao papel), temos, para a geometria retangular, ,Ty

Fy=p.A :pnggx wD:%,owng2

v
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Alinha de acao da forca é localizada a uma distancia )’ da superficie da massa d’agua;
para determinar y’, escrevemos

I D (WD3/12)

V=ye+—=—+
Ayc 2 WDXQ
2
, D D 2D
Y ==t —=—=—
2 6 3

Logo,y =D -y’ =D - 2D/3 = D/3. O peso mg da barragem retangular é dada pelo
produto entre o peso especifico p.g do concreto e o volume b X D X w, portanto,

mg = p.gbDw = Epw gbDw

Somando momentos com relacao ao ponto 0,

My,=0 — —FHy+§mg=O
1 », D b (== 3
..—EpwgD wx?+5x(SGpwngw)—0

—%prD3w + %Epwgszw =0

5 GO0 DX = DK

E[ﬁ :D_3
2 6

L 2
bszGzDT

Segue que a area de secao requerida é A = bD; usando o resultado acima e SG ~ 2.4
como a gravidade especifica do concreto, temos

D _p-—L  p_03n3p?

3SG \V3x2.4
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Andlise 2: Barragem Triangular. Ao
invés de analisar as trés variedades de
barragem triangular propostas no
enunciado do problema, utilizamos um
triangulo generalizado como ilustrado a
direita e consideramos os arranjos com
triangulos retangulo como casos
especiaiscoma =0ea =1 Aforca
horizontal exercida pela massa d’agua
represada continua sendo Fy = ab b
(1/2)p,,gwD? e a linha de acdo é "l
localizada em y = D/3 acima do assoalho

do corpo d’agua represado. Temos agora uma forca vertical Fy dada por

D 1
FV = pwgv = P& X abz u :EpwgabDW

Essa forca concentra-se a uma distancia x do ponto O tal que

x:(b—ab)+§ab:b(l—%j

Em seguida, contabilizamos as forcas peso dos dois segmentos triangulares (vide
ilustracao acima) e suas respectivas linhas de acao,

W,=m,g = %ﬁpwg(l —a)bDw ; x, = %b(l —a)
Somando momentos com relacio ao ponto O, vem
SM, =0

1 2 D 1 (24
- D™ x—+— abDwxb| 1—=
oo’ x 2L p gDt 1-% ]

+%EpwgabDwxb(l—zTaj+%Epwg(l—a)bDwx§b(l—a) =0

Podemos isolar b e resolver essa extensa equacao através do comando Solve do
Mathematica,
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-1
In[2]:== momFH = —*pw*g*w*dz*—_;
2

1 o4
in[4]= momFV = —xp *g*xaxbrxdxw=xb (1— —)_;
2 3

1 _ 2a
in[s]= momWl= — *5G*p, *g*cxbrdxwrxbx (1— —_
2 3

?

1 _ 2b
In[6l:= momW2 = — *SG#po, *g% (L-a) *berdews — * (1L-a);
2 3

In[7]:= Solve[-momFH + momFV + momil + momW2 == @, b]

d d

1
V30 -07-25G- 256"

}, Ib—)

out[7]= -[‘Lb—> -—
V-3 o+ 0% -256+0c56

Note que a solucao negativa nao tem significado fisico. Lembrando que o
Mathematica possui um péssimo modo de tratar sinais negativos no interior de
raizes, a solucao aceitavel é

_ D
\/305—052 +E(2—a)

b )

Com a hipotenusa disposta em contato com a agua, temos a =1 e (I) torna-se

b= D =0.477D

Brx1-12+2.4x(2-1)

A area de secao é

_bD _0471DxD
2

A =0.239D

Para um triangulo retangulo com cateto vertical em contato com a agua, temos a =
0 e (I) torna-se

b= D =0.456D
J3x0-0%+2.4x(2-0)
A area de secao é
L _bD_0456DxD _ o

2

Para um triangulo geral, a area de secao é dada por
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4=bD _ D <2 f(a)D?

2 \/3a—a2+2.4x(2—a) 2

onde

1
274.840.60 —a?

/(@)

A funcao f(a) determina a area de secao da barragem e, por conseguinte, a
quantidade de concreto necessaria para construi-la. Podemos plotar f( @) usando o
comando Plot do Mathematica; a curva obtida é mostrada a seguir.

0.240
0.238
0.236
0.234

3 0232
0.230
0.228

0.226

0.224 : : : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a

Claramente, existe um a € [0,1] para o qual f(a) € minimo; podemos obté-lo com a
ferramenta Get Coordinates, com a qual vé-se que o menor f(a) € 0.226 e
corresponde a a = 0.3. Os resultados obtidos com as geometrias analisadas até o
momento estao sumarizadas a seguir. Concluimos que um triangulo escaleno com «
= 0.3 € a geometria que exige o menor consumo de concreto. A segunda melhor
solucao é um triangulo retangulo com cateto vertical em contato com a agua.

Geometria a | AreaSecio

Retangular - 0.373D?

TR (hipotenusa em
contato com a agua)
TR (cateto vertical em
contato com a agua)
Triangulo escaleno 0.3 0.226D?

1 0.239D?

0 0.228D°
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O sistema em foco esta ilustrado a seguir.

Im|

25m

A forca aplicada no portao pela massa de agua do lado esquerdo é

2 sin 3

Alinha de acao da forca esta a uma profundidade ycm dada por

T 1x[3/sin (60°)] /12

Yep1 = 5 X sin 60° " 3/[2 sin (600)] X [1 X (3/sin (600))}

=231m

Prosseguindo de modo semelhante para determinar a forca F, exercida pela massa
de CCl4 do lado direito, temos

1 2.5
Fy = yhegrdy = (1.59x9810)><(5x 2.5jx(1x - 600) =56,300 N
. 3
125 1x[ 2.5/sin (60°) ] /12

YR = Sin 60 2.5/[ 2sin (60°) ]| 1x(2.5/sin (60°)) ] ioem

Temos ainda o pequeno segmento x do portao que nao esta imerso em nenhum dos
dois fluidos e & dado por x = 0.6/sin(60°) = 0.693 m. Note ainda que L; = 3/sin(60°) =
3.46 mel;=25/s5in(60° = 2.89 m. Somando momentos relativamente a articulacao
no fundo do sistema, vem

Ve (7e =r)sin(B)x(x+ L)+ Fy x(Ly = yepa ) = Fy < (L = yepr ) =0

_ le(lfl—ycpl)_sz(Lz—J’CPz)

Ve = (7.—7,)sin(B)x(x+1L,)
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50,970 (3.46 —2.31) ~ 56,300 (2.89 ~1.92) 3
v, = =[0.0811 m

¢ (2.4x9810-9810)xsin (60°) x (0.693+3.46)

As duas componentes horizontais tém mesma magnitude e sdo iguais a forca nos
painéis laterais com formato de quarto de circulo, cujos centroides localizam-se
4R/(3m) acima do plano xy,

4R\ 7R?
F, :Fy =V heGAyen ZJ/X(h—TjX 4

T
2
F.=F, =K (h—ﬁj
4

De modo semelhante, a resultante vertical F; € o peso do fluido acima da superficie

ZR*h 1 4zR’
sz = I/Vcilindro - VVesfera = 7[ 4 j_ 7[§X 3 ]

esférica,

4 8 3

L Fo=y

z

(szh 1 47zR3]

2 3

“F =y 7R"h 4nR
4 6

~. F, =nyR* (ﬁ—ﬂj
4 6

6h 16R

F. =myR*| ———

=T (24 24)
2

np =R, 2R

4 3

Nao ha necessidade de localizar os (potencialmente complicados) centros de
pressao dessas trés componentes, pois sabemos que a resultante hidrostatica em
uma superficie esférica deve necessariamente passar pelo centro. Portanto, resta
apenas calcular a intensidade da resultante Fg,
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2. HIBBELER, R.C. Fluid Mechanics. 2. ed. Pearson, 2021.
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8 [4] 16 [5]
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